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����� ���� ���� ������� s �� ��������� � ��� k(s) ����� ���������� �� ���� �������� ���� �� ���� 
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�� ��� ����� � �������� ����� G = (V,E)� ���� ������ s ∈ V ��� � ������ �������� l : E R+ ��→
��� ����� ������� ���� �� ������ ���� ��� ������� ��� ������������ ���� ��� ���� ������ v ∈ V �� 
���� �� ������� ��� ������ ds(v) �� ��� �������� ���� ���� s �� v� 
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�� �������� � �������� ����� ���������� ���� ������ S �� �������� �� G ���� ���� k(v)� ���������� 
S = V � k(s) = 0 ��� k(v) = +∞� 
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• ������� � ������ u ���� S ���� ������� ���� ������ k(u) �� ��� ����� �� ds(u)� 

��� ���� ������������ v ∈ S �� u� �� ������ ����� �������� ��������� ��� ��� k(v) �� v ��• 
�� min{k(v), k(u) + l((u, v))}� 
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�� �������� � �������� ����� ���������� ���� ������ S �� �������� �� G ���� ���� k(v) ��� � ���� 
T �������� V \S� ���������� T = ∅� S = V � k(s) = 0 ��� ���� ��������� ������ s ��� k(v) = +∞
��� v = s� 

�� �� ���� �� S �� ��������� 

������� � ������ u ���� S ���� ������� ���� �� u = s ����� ����������� ��� �� T ��� 
������������� ���� ����� ��� �������������� ���� ���������� u �� T �� ������ k(u)�� 

• ��� ���� �������� v /∈ S �� u� �� ������ ����� �������� ��������� k(v) �� �� min{k(v), w((u, v))}� 
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�������� ���� �� ���� �� ������ �� ������ ���� �� ���� ����� ��� ��������� ���� |V | ������ ����������� 
|V | ����������� ���������� ���� ����� ���� ���� ��� ������� �� ���� ��� ������������ ���������� �� 
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�� �� ������ �������� ���� �� T ��� ����� h ���� �� ��� ������� 2i �������� �� ����� i �� i < h • 
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���������� ���������� ��� ������� ������� ��� ���������� ��� ��� ���� ������� ��� �� ����� ���������� 
�� O(log n) ���� ����� n �� ��� ������ �� ����� �� ��� �������� ������ ���������� ����� ��� ������ 
�� �������� �� �� ���� |V | �� ��� ������������� �� ������ ��� ����� ������� ���� �� ���� ���������� �� 
�� O((|V |+ |E|) log |V |)� ���������� |E| ≥ |V | �� ���� �� ��������� ������ ��� ��������� ��� ������� 
���� �� ��������� �� ��� O(|E| log |V |) ���� ������������� �� ������������ ����������� ��� �������� 
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��� �� ��� ����� �� ��� � ������ ������� ���� �� ���������� ��� ����� �� ��� ���� ���� �� ��� ������ �� �� 
��� � d���� ���� ������� �� � ������ ��� ���� �� ������ ��� ����� �� ��� ���� ��� ���� ��� ������� ��� 
������������� ������������ ���������� ������� �� O(logd |S|) ����� �� ��� ����� ����� ��� ��������� 
�� ����������� ��������� �������� O(d logd |S|) ����� ��� �� �������� ��� ���� �������� d = �|E|/|V |�
�� ��� ��� ����� ������� ���� �� ��� ���������� �� �� O((|E|+d|V |) logd |V |) = O(|E|log�|E|/|V |�|V |)� 
����� �� � ���������� ����������� ��� ����� ������� �������� �� ����� ��� ���� �� ��� �� ���� 
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����������� ���� �� ������������ ���� ����� �� ��� ����������� ������� O(|E| + |V | log |V |) ������� 
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�������� �� ��� �������� ���������� ��� ������� ������� s∗� �� ����� ���� �������� s∗ ������� ���� 
�� ������ ��� ������� �� ��� ��� ������� ��� ��� �������� �� s∗ �� ����� �� ��� ����� �� ��� ����������� 
����� �� ���� ��� ������ ���� �� ����� �� ��� ���������� �� ��� ��� ��� ������� ������� ��� �� ��� 
��� �������� ������� ������������ 

�� ��������� �� ���� ����� �� ����� �� ����� ������� �� ������ ���� ����� � ����� ��������� 
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���� ������ ��� ������� ��� ����� ������� ��� ����� ���� �� ����� ������ ����������� ��� �� ���� 
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����� ��� ����� ���� ����� ���� ����� ��� ���� ����������� � ���� �� �� ��� �� ���� �� ����� 
��� ��� ����� ����� ����� ���� ��� ���� ����� ��� k� �� ����� ����� ����� �� ������ ��� ���� �� ���� 
k + 1� ������� ������� �� ���� ��������� ��� ���� �� ��� ����� ��� ������� ��� ���� �� ��� ���� ���� 
������ ��� �� � ��� ����� �� ��� ����� ���� ���� ������ ��� ���� ���� ����� ������� ��� ��������� � 
������ ���� �� ���� k + 1 �� ��� ����������� ��� ���� ��� ���� ���� �� ���� ������� 
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���������� �� ���� ���� ��� � ����� ������������� ���� ���� �� �������� �� ������ ��������� �������� 
������� ���� ���������� �� �� ���� � �������� ����� �� ���������� ��� �� ����� ���� ��� ��������� 
������� ���� �� �� ��������� �� ���� j �� �� ���� tj � ���� ����� ���� ��� ��� �������� �� ���������� 
�������� �� kj ���������� �� ���� j ��� ��� j = 1, , � ����� ���������� �� �������� ����� ���������� · · · � 
�� ��� ����� ��� ����� ������� ���� �� ������������ �� j kj tj � 

����� ���������� ��������� �������� ��� ��� ��������� ������ 

��� ���� ������ ��� �� ������� ��������� �������� �� ����� ��� ��������� ������� ��� ���� �� 
��� ��������� ������ ������ ����� ���������� �� ���� �� ���� ��� ��� ��� �� ����� ����������� ���� 
��������� ���� � ���� ������� ���� ���� ��������� �� ��� ��� ��������� �������� Φ ���������� ��� 
������� �� ��� �������� ���������� ��� ������� �� ����� ��� ������� ����������� ������ ��� ����� 
��������� ��� ���������� ��� ��������� ������ ����� ����� ������� ������ �� c1, c2, c3, ..., ck� ����� 
��������� �� ������� �� ������ ��� ���� ���� ��� ������ ���� ci ������� ���������� ��� ��������� ����� 
������� ��� �������������� �� ��� ���� ������� ���� ���������� ��� ������� Φ� �� ��� ���� ���� ��� 
������ ���� �� ����������� ��� ��������� ���� Φ� ���� ����� ��� ��������� ����� 

����� ��� ��� ����� �� ��� ��������� �������� �� � ����������� �� ��� ���������� �� ��� ���� 
��������� �� ������������ ������ �� ���������� �� ���� ���� ����� ���������� ��� ������� �� �������� 
��� �������� ����������� ����� ���������� ����� �������� �� ����� �� ��� ���� ��� ������� �� ���� 
���� ����� 

������ ���� ������� � ��������� ��������� Φ� ���� � ������������ Di �� �� �������� ��������� 
�� ���� ��������� D ���� � ����������� ������� ��� ����� ������������ �� ���������� �� ���� ��� 
����� �� Φ0 = Φ(D0) = 0. �������� � �������� �� ���������� o1, o2, o3, ..., ok ��� ��� Di �� ��� 
������������ �� ��� ���� ��������� ����� ���������� ��� i�� ���������� �� ������ ���� ��� ��������� 

������




� � � � 

� 

� � 

�������� ������� ����������� ����������� 

∀t : Φt = Φ(Dt) ≥ 0. 

�� ��������� oi ��� ���� �������� ����� ci ���� ��� ��������� ���� �� ������ ��� 

ai = ci + ΔΦi = ci + Φi − Φi−1. 

����� ����� �� �� ���� �� ��� ���� ��� ��� �� ��� ��������� ����� ����������� ��� �������� ����� ����� 

k k k k

ai = (ci + Φi − Φi−1) = ci + Φk − Φ0 ≥ ci. 
i=1 i=1 i=1 i=1 

���� ��������� �������� �������� �� ����� ����� �� ��� ���������� ���� �� ��� �������� �� ������ 
������ 

��� �������� �� ���������� ��������� �������� �� �� �������� ��� ����� ��������� ��������� 

����� ��������� ����� ���� ��� ���� ����������� 

��� ���� ��������� ����������� ��������� ��� ������������ ����� �� � ��������� ���� �� ���� ��� 
����������� �� ��� �� �� ���� ��� ����� �������� ������� ���� ��� ���� �������� ���� ���� ��������� 
����� �� ������� ��� ����������� ������ ���� ���������� ���� ��� ���� ����������� �� ���� �� ���� 
�� ���������� 

����� � �������� � ���� x ���� ���� ������� �� ��������� d� ��� y1, y2, ..., yd �� ����� �������� 
�� ��� ����� ���� ���� ����� �� ��� ����� ���� ����� ����� yi ��� ���� �� ����� i − 2� 

������ ���� yi ��� ����� �� x� �� ����� ��� i − 1 �������� y1 �� yi−1 ���� �������� ����� ���� 
����� �� ��� ���� ���� ��� ��������� yi ��� �� ����� i − 1 �������� �� ���� ����� �� ����� ��� �� 
����� �������� ����� ���� ���� ��� ���� ����� ��������� yi ����� ���� �������� ��� � ��������� ���� 
���� yi ��� �� ����� i − 2 ��������� � 

� ������ �������� �������� ����� �� ��� ���� ����� ������� ���� ��� ������ �� ����� �� � 
������� ������ �� � ���� �� ���� d �� �� ����� Fd+2� ���� ����������� ������ ����������� ��� ���� 
������� �� �� ������������ 

����� � ��� N (d) �� ��� �������� �������� ������ �� ����� �� � ������� ������ �� � ���� �� ���� 
d� ���� N(d) ≥ Fd+2� ����� ��� ���� �� ��� ���� �� � ��������� ���� ���� n �������� �� O(log n)� 

������ ��� N � �� ����� ���� N(0) = 1� N(1) = 2 ��� �� ���� ��� ���������� ��������� 

d

N(d) ≥ 2 + N(i − 2) 
i=2 

������� �� ����� � ��������� ��� ��� ��� ����� ��� ��� ��� ���� ����� y1 ��� N(i − 2) ��� ���� 
��������� ����� yi�� ���������� �� ��������� �� d ����� �������� ���� N(j) ≥ Fj+2 ��� j < d�� �� 
��� ���� 

d d

N(d) ≥ 2 + Fi = 1 + Fi. 
i=2 i=0 

��� ��������������� �� Fd+2� ���� ��� �� ����� ����� �� ��������� �� d� 1+ 
�

i
d 
=0 Fi = Fd+1 + Fd = 

Fd+2� ���� �� ���� ����� ��� ���� ���� �� ��� ����� ���� N (d) ≥ Fd+2� 
����� ��� ����������� ���������� ��� ��� ��������� �������� �� ��� ���� ⎛ ⎞ ⎝ ⎠N(d) ≥ Fd+2 = √1

5 

� 
1 + 

2 

√
5 
�d+2 

− 

� 
1 −

2 

√
5 
�d+2 

≥ 1.61d . 

����� N(d) ≤ n� ��� ����� �� ����� �� ��� ���� ��� �� ���� log1.61 n� � 
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����� ��������� �������� �� ��� ��������� ���� ���������� 

���� ���������� ������� ��������� ��� ������� ���� ����� ���� O(1) ����� ���� ��� ���� ��� �������� 
���������� ����� ���� �� ���� �� ������ ������� ���� ����� ��� ������ ��� ������� ��� ���� �� 
���� � ���� ����� �� ��������� ����� ��� ������ �� � ��������� ��� ����������� �� ��� ������ �� 
����� ����� ��������� ���� ���� ���������� �� ������ ��� ��������� �������� �� �� 

Φt = rt + 2mt 

����� rt �� ��� ������ �� ����� ��� mt ��� ������ �� ������ ����� �� ���� t� ��� ������ ��� ��� 
������ �� � ���� ������ ����� �� ��� ��������� ���� �� ��� ��������� �������� �� ���� ���������� 

������ • 

��������� � ��� ���� �� ��� ���� ����� ct = O(1) ���� ��� ��������� ��� ������ �� ����� 
rt = rt−1 + 1 �� ���� ���� ��� ��������� ���� ��� �� ������ ��������� �� ���� ��������� 

at = ct + (rt − rt−1) + 2(mt − mt−1) = O(1) + 1 + 0 = O(1). 

����������� • 

������ �� ����������� ���������� �� ����� ���� rt ������ ��� ���� ��� ������� ���� ���� 
�� ���� d� ������� rt−1 + d − 1 ����� �� ��� ����� ����� ��� �������� �� rt ������ ������ 
�������� ������ ������ �� ����� � ��� ������� �������� ���� �� O(log n)� ����� ��� �� ��� 
��� ���� rt = O(log n) ����� ����� ����� ��� ��� ��� ���� �� ��� ��������� ����� ����� O(1) 
���� ��� ���������� ��� ���� ��� ������ ���� ����� �� �� ����������� ��������� �� �� ���� 
ct = rt−1+d−1 ����� ������ ��� ������ ��� ���� �� �� �������� �� ���� ���� ������� ����������� 
������� ���� �������� ��� ��������� ���� ��� �� ����������� ��������� �� ������������ 

at = ct + (rt − rt−1) + 2(mt − mt−1) = (rt−1 + d − 1) + (rt − rt−1) + 0 = rt + d − 1 = O(log n). 

������������• 

����� ������ ���� ������ � ������������ ��������� �� �� k ����� k ≥ 1� ���� ���� ��� ����� 
��� ������� � ���� ��� ���� ��� ���������� � ��� ����� ���� ��� �������� �� ��� ������ 
�� ������ rt − rt−1� �� ����� �� ��� ������ k �� ���� ���������� ��� �������� mt−1 − mt �� 
������ ����� �� ������ k − 1 �� k ���������� �� ������� ��� ���� ������ ��� �������� ����� �� 
��� ����� mt−1 − mt ≥ k − 1� ��� ��� ����������� ������� ��� ����������� ����� 1 + k ����� �� 
���� ���������� ��� ����� �� �������� ��� ���� ��� ��������� ���� ��� 

at = ct + (rt − rt−1) + 2(mt − mt−1) ≤ 1 + k + k − 2(k − 1) = O(1). 

���� ���� �������� �������� ��� �������� � �� ��� ��������� �� ��� ��������� ��������� 

������������ �� � ��������� ����� ����� ������ ��� ������������ ����� O(1) ��������� ����� 
��� ����� ����������� ����� O(log n) ��������� ����� 

����� ����� ��������� ����� �� ����� �� ������ ��� ���������� ��������� 

����� ��������� ����� �� ��� ��� ���������� ��������� �� ��� ������������ ����� �� �������� ������� 
����� �� O(|E| + |V | log |V |)� 
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